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Un des concepts les plus seduisants avances ces dernieres annees par les theoriciens aniericains de la niusique 
est celui des gammes bien reparties (« Maximally Even Sets »), qui etend et precise celui des gamnies 
'\^pnogenes (« Generated Scales ») ou au concept nioins connu mais fecond de gamnie bien forniee (« Well 
<^rnied »). L'objectif essentiel de cet article est de presenter ces notions au public francophone. Sa principale 
pnginalite consiste a partir, contrairement a I'ecole americaine, d'une deGnition purement (geo)inetrique 
^ ternaes de transformee de Fourier, sans reference a la notion ordonnee de gamnie musicale. II peut 
]Q«aftre ironique que la transformee de Fourier discrete resurgisse dans ce contexte plutot algebrique, voire 
'^sembliste, alors que Vetude des spectres (continus) est depuis longtemps un cheval de bataille en theorie 
(^ son ! 

JJSotations : 

CJ (-'-) L^J denote la partie entiere du reel x, [x] est Tentier immediatement superieur. 

r-| (2) Z est I'ensemble des entiers relatifs, Z^ le groupe cyclique a c elements. 
-(— > ■ 

a*^ (3) c A c? est le plus grand commun diviseur de c et d. 
i__i|(4) d I c signifie que d divise c. 

^ ■ 1. Que veut-on dire par « bien repartie » ? 

Sans le langage de Claude Debussy comme de bien d'autres compositeurs, on trouve aussi bien la gamme 
Iditionnelle, majeure, que la gamme par tons ou la gamme pentatonique ; dans plusieurs pieces {Lisle 
y'euse, Voiles. . .) on trouve plusieurs de ces modes en concurrence, ou en complement. Le present article 
sente, sous un angle inedit, une propriete qui est commune a ces trois gammes et les caracterise sous 
haines conditions. 

!)us travaillons dans le contexte d'un total chromatique modelise par le groupe cyclique Zc^ a c elements, 
cgi's'interprete musicalement comme une division de I'octave en c parties egales, ou encore aux rapports 
a© frequence de la forme 2*"'/^, fc G N. II existe en musique des temperaments inegaux, bien siir, et I'on 
p^t etendre au moins une partie de la theorie qui suit a de tels objets, avec des resultats interessants, 
^^is ce n'est pas ici notre propos. Une gamme sera tout simplement un sous-ensemble de cardinal d de 
X^ (ces notations sont celles notamment de |E1)- Notre souci est de clioisir ces d notes parmi c de telle 
■ sorte qu'elles soient les plus egalement reparties possible. Les pionniers de cette notion ont decouvert avec 
delice que I'on retrouve ainsi des gammes tres particulieres, comme la gamme majeure ou la pentatonique 
(gamme chinoise) qui trouvent ainsi une legitimite supplementaire. 

1.1. Bien poser la question. II convient de preciser ce que I'on entend par « le mieux reparti possible ». 
Ce n'est pas une question si evidente, comme evoque par [3]. Ceci peut sembler etrange, car 1' idee en est 
intuitive et suffisamment simple pour etre apprehendee par des lyceens f|TU]). 
Mais si I'on propose, par exemple, la definition naturelle consistant a maximiser la somme des intervalles 

entre tons les elements (I'intervalle entre a,b & Z^ etant max \a — b + kc\, la plus petite valeur de la — 61 

fcez 

quand on fait varier le choix des representants des classes a,b modulo c), on obtient des gammes tout a 
fait contraires a I'intuition. Ainsi par exemple : parmi les pentacordes (gammes de cinq notes parmi 12), 
les diverses valeurs possibles de cette somme sont 40, 48, 52, 56, 60, 64, 68 et 72. Si la valeur minimum de 
40 correspond, conformement a I'intuition, aux pentacordes chromatiques (comme Do Dojl Re Rejl Mi), le 



^ce qui modelise le fait psychoacoustique que le cerveau tend a reconnaitre comme « egales » des notes distantes d'une 
octave, i.e. dont le rapport des frequences vaut 2. 
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maximuni de 72 est atteint pour de tres nombreuses (21 !) gamines differentes, comme (0 1 2 6 7) ou Do Dojl 
Re Fajl Sol - il n'y a done pas unicite de la solution, qui ne caracterise done pas la gamme pentatonique^. 
La definition usuelle par I'ecole americaine presuppose que I'on range les elements de la gamme, pour pouvoir 
calculer les intervalles entre une note et ses voisines immediates. Elle porte done une forte connotation 
culturelle (Z^ n'a pas une vraie relation d'ordre ! on se souvient ici inconsciemment que le modele de Z,, 
est une reduction du domaine totalement ordonne des hauteurs), et nous ferons ici le choix de proposer une 
definition purement abstraite, qui s'applique a un sous-ensemble a d elements et non a un c?— uplet. 
Une metliode intuitive avec « des points blancs et des points noirs » ([HI), bien qu'elle consiste a etudier 
justement I'ordre dans lequel se retrouvent les points, merite une mention speciale : on considere un polygone 
regulier a d sommets blancs et un autre avec c — d sommets noirs. Alors on superpose les deux, convenable- 
ment tournes pour que deux sommets ne puissent coincider ; I'ordre alors obtenu donne une gamme bien 
repartie^, que Ton pent expliciter en ajustant les positions des points sans changer leur repartition. Clough 
et Douthett montrent que ce procede equivaut a leur definition. 

En tant que mathematicien, on pent rechercher une definition moins « bricolee ». A titre de motivation 
citons un resultat relativement recent (|17j) 

Theoreme 1 ((Toth, 1956)). On considere d points sur le cercle unite; la somme des distances euclidi- 
ennes (i.e. en ligne droite) entre tous ces points est maximale si, et seulement si, la figure qu'ils forment 
est un polygone regulier. 

Demonstration. Elle est non triviale. Observons que ce resultat est faux en dimension superieure (c'est 
encore un probleme ouvert en general que de trouver d points sur la sphere S'^ maximisant la somme 
de leurs distances mutuelles). En revanche il est facile (calcul differentiel elementaire) de montrer que les 
polygenes reguliers sont ceux qui maximalisent le perimetre. D 

Nous pourrions, en nous inspirant de ce lemme, chercher les sous-ensembles a d elements de Z^, identifie au 
c— polygone regulier, qui maximisent la somme des distances euclidiennes, ce qui est une fagon de chercher a 
approximer un polygone regulier a d sommets. Ce serait une bonne idee dans la mesure oil Ton retrouverait 
ainsi les sous-ensembles particuliers apprecies des musiciens ([U]), et une unique solution pour chaque valeur 
de d (a symetries pres). Si Ton reprend le cas des pentacordes dans 1' univers des douze sons, la gamme 
pentatonique est maximale pour ce critere, avec une somme egale a 30.5758, et c'est I'unique solution a 
translation pres. 

Mais ces distances euclidiennes, ces longueurs de cordes, n'ont pas de signification musicale^ et font appel a 
la structure euclidienne du plan dans lequel on dessine la figure ; nous prefererons done une definition sans 
doute plus technique, mais a notre avis plus pure, qui va dans le meme sens, a savoir chercher a approximer 
un d— polygone regulier par une sous-figure du c— polygone reguher. Ceci est plus proche du procede avec 
les points noirs et blancs. Mais dans ce but nous allons plutot faire un retour aux sources de I'etude des 
proprietes internes des gammes (ou accords) telle qu'initiee par [T^ . 

1.2. Transformee de Fourier. 

L'idee geniale d'exp loiter la transformee de Fourier discrete pour inventorier les intervalles dans un accord 
(ou une gamme) remonte a David Lewin en 1959. et est a I'origine de nombreux concepts qui ont marque 
la recherche americaine depuis 1959. Nous choisissons la meme definition que lui parmi toutes les definitions 
possibles : 

Definition 1. La transformee de Fourier de f : Zc ^ C est 

fceZc 



^Par rapport au resultat general de ^J mentionne plus loin, cela tient a ce que la fonction utilisee d'evaluation n'est pas 
strictement convexe. 

Aussi bien pour le sous-ensemble noir que pour le blanc. 

On prend le double du sinus de I'intervalle, avec un facteur d'echelle. . . 
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Plus particulierement, la transformee de Fourier de A G Z^ sera la transformee de Fourier de la fonction 
caracteristique Ij^ du sous-ensemble A^ : 

keA 

Quelques exemples : 

(1) J-'v. . la transformee de Fourier de toute la eamme chromatiaue. est V e"^*'^'^*/'^ = _ . Cette 

fonction est nulle sur Zc sauf quand t = 0. On voit bien sur ce calcul que seule compte la classe de 
I'indice k modulo rf, ce qui est adequat. 

(2) Considerons la septieme diminuee D7 =(0369) dans I'univers a 12 notes. Alors 

3 3 -. — 2^7^£ 

fc=0 fc=0 

On remarque que JF^7(4) = 4. Observons aussi que A est 3— periodique : le principe meme de 
la transformee de Fourier est que le coefRcient de Fourier J-'{f){k) mesure a quel point la 
fonction / est c/Zc— periodique. Ceci resulte du principe de la transformee de Fourier inverse 
(theoreme de Plancherel) : on a toujours 

VtGZ, /(t) = iV^(/)(A;)e+2^'^'^*/'= 
c ^^ 

fc=i 

et done plus J-'{f){k) est gros, plus / est « concentree » autour de t \-^ g+2j7rfct/c_ 

(3) Le module de la transformee de Fourier est invariant par translation et inversion : 

^A-p(t) = e'^P'/'^TAit) TAi-t) = JAt) 

Cette propriete est importante pour les musiciens, dont les notions sont invariantes par transposition 
(= translation dans le domaine des hauteurs) et parfois par inversion (oil la quinte devient une 
quarte) . 

(4) Pour toute partie A G Zc on a J-'a{0) = Card A. 

La puissance de cet outil est considerable, on la voit sur les proprietes suivantes : 

1.3. Proprietes des transformees de Fourier de parties de Zc. 

Theoreme 2. La transformee de Fourier d'une partie et celle de son complementaire sont opposees en 
k = l...d-l : 

0'A{k)+Tz^,A{k) = Q VA; = l...c-l 

Demonstration. Cela provient, par linearite, de J^a + ^Zc\A = ^Zc ^^ de ce que (cf. supra) J-'zdk) = pour 
fc = l...c-l. c c c ^ 

Observons que la remarque faite ci-dessus sur la septieme diminuee se generalise : 

Proposition 1. Considerons une division de Tic en d parties egales : A = {0,m = -,2m, . . . {d — l)m}. 
Alors la transformee de Fourier de A est maximale au point t = d. Plus precisement, 

^ , , \ d si d \ t 
sinon 



Si Ton s'interesse aux fonctions du ccrcle 5*^ a valours dans C, on pcut voir ccla conime la transformee de Fourier d'une 
distribution, a savoir un peigne de DiRAC X^fepyi ^k- 
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Demonstration. En effet, on a 

^-1 d--^ I __ g-2i7ri 



jr^(t) = ^e-2ifc-Wc = ^e- 



2ikTrt/d 



^ p—2i-Kt/d 

fc=0 fc=0 

pour t non multiple de d. En revanche pour t = d {et multiples) on a J^a(^) = l + l + ...l = (i. D 

II est notable que la division reguliere de Z^ donne une valeur absolue maximale de la transformee de 
Fourier parmi tous les sous-ensembles de cardinal d donne. Nous allons toutefois donner une raison 
supplementaire de nous interesser a cette transformee, qui est qu'elle permet de mesurer Timportance de la 
presence entre les elements de A d'intervalles proches de c/d. 

Theoreme 3 ((Contenu Intervallique)). 

Definissons le contenu intervallique de A G Zc par le nombre d' occurences de chaque intervalle entre 

deux elements de A, ce qui se resume par la fonction : 

ICAik) = Card{(a;, y) E A x A\ x + k = y} 

Alors la transformee de Fourier de la fonction ICa est \J-'a\ ■ 

C'est la remarque fondamentale de David Lewin dans son tout premier article (^21), remarque qu'il a 
enoncee (en deux lignes seulement) dans le contexte plus general des relations inter valliques entre deux 
parties. 

Demonstration. IC est un produit de convolution (que nous noterons -k) entre la fonction caracteristique de 
A et celle de —A : 

ICAik) = Card{(x, y)eAxA\x + k = y}= ^ 1=$^ U(t/) x 1_a(A; - y) = (U * 1-a) (k) 

yeA yeZc 

y-keA 

II est bien connu que la transformee de Fourier d'un produit de convolution est le produit ordinaire des 
transformees de Fourier : JF(/ -k g) = J-'{f) x J-'{g). Dans Zc, cela derive du calcul suivant : 



Hf*9){k) = Y^U^Sme-^''^"^ = E E f\^)9{k-e)e-'''-"' = E E f\^)g{k-e)e-''^'-'^-"^e 



-2i{k-e)nt/c^-2ient/c 

keZc keZcieZc e^Zck-eeZc 

= E /We"'''"*/' X E ^('^ ~ i^^-2iik-e)nt/c ^ jr(/)(A;) x J^{g){k) 



teZc k-ieZc 

Appliquant cela k f = 1a et g = I-a on obtient le resultat (avec JF_^ = JF4). D 

On deduit au passage de ce resultat une tres jolie preuve du theoreme de 1' hexacorde de Milton Babbitt : 

Theoreme 4 (de I'hexacorde (Babbitt, 1964)). 

Deux parties complementaires et de meme cardinal de Z^ (pour c pair) ont mime contenu intervallique. 

En effet, si I'on considere deux parties complementaires et de meme cardinal, alors leurs transformees de 
Fourier sont opposees (pour t = 1 . . . c — 1) ou egales (en t = 0), en particulier les transformees de Fourier 
de leurs IC sont egales, et done les IC aussi (par transformee de Fourier inverse). 

Nous avons donne ce theoreme sur le contenu intervallique parce qu'il montre bien I'importance de la 
transformee de Fourier quant aux intervalles presents dans une partie de Zc : la valeur de la transformee de 
Fourier de ICAif) pour t = m dit dans quelle mesure cette fonction IC est c/m— periodique : considerons 
le cas extreme ou J^{ICa) serait nulle, sauf en d (et multiples), 011 elle vaudrait d : alors d'apres ce qui 
precede, A doit diviser regulierement Z^. 

Tout ceci nous convainc que la transformee de Fourier, et plus particulierement son module, donne une 
bonne idee d'a quel point une partie A <Z Zc est proche d'un polygone regulier. Cette philosophie de 
reperer les divisions « archetypales » du total chromatique est celle de la premiere partie de la remarquable 
dissertation de Ian Quinn (??) qui a motive le present expose. 
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1.4. Enfin une definition. 

Definition 2. Dorenavant nous dirons que A G Zc, de cardinal d, est bien repartie si la quantite 

y^HlCAM = \^A{d)\ 
est maximale parmi toutes les parties de cardinal d : 

\^A{d)\ > \J^A'{d)\ VA' C Ze, Card A' = d 

Observons que cette definition (contrairement a celle que donnent [H] et alia) porte sur I'ensemble A, sans 
considerer du tout les elements de A comme ordonnes. Une partie a d elements qui realise ce minimum (il 
en existe car il n'y a qu'un nombre fini de parties a d elements parmi c) sera dite gamme bien repartie 
ou GBR. 
Resumons ici quelques remarques (demontrees supra) qui motivent cette definition : 

- \J-'a\ = \J-'A+a\ = \^-a\ pour tout a (invariance par translation et inversion) ; 

- |JF4(t)| < d = Card A, pour tout t G Z,, et meme dans R. 

- |JF4(p)| = d si et seulement si toutes les exponentielles e"^*'^'^*/'^ qui figurent dans J-'a ont meme argument 
(modulo 27r), i.e. pour a,b & A la. quantite (6 — a)p/c est toujours un entier. Ce qui prouve la propriete 
suivante, reciproque de la proposition precedente : 

Theoreme 5. Soit A G Z^ de cardinal d ; si \J^A{d)\ = d, alors d divise c, et A est un polygone regulier 
(i. e. A = {gq, oq + c/d, . . .ao + {d — l)c/d}). 

Demonstration. Fixons une origine ao E A : on a. dit que tons les (a — aQ)d/c, a G A prennent d differentes 
valeurs entieres (modulo c), done le pgcd g des a — a^ est multiple de c/d : c/d \ g et g > c/d. 
Par ailleurs, il y a c? multiples de g, compris entre et c — 1, qui sont distincts, a savoir les a — ao, a E A.^ 
Done g n'excede pas c/d. D'oii g = c/d et les a — ao sont les multiples de c/d. D 

Une autre propriete tombe en une ligne : 

Theoreme 6. Le complementaire d'une gamme bien repartie est aussi bien repartie. 

Demonstration. Soient A et B deux parties complementaires (non vides) de Zc, de cardinaux d et c — d 
respectivement. Alors d'apres le theoreme El 



\TAid)\ = I - J'lsid)] = I - J^Bi-d)] = \-J^s{c-d)\ = |^b(c - d)\ 

et Fun est maximal (parmi toutes les parties a d elements) si et seulement si I'autre Test (parmi toutes les 
parties a {c — d)— elements). D 

En consequence nous supposerons dorenavant que c > d/2 (le cas c = 2d etant trivial). 

II est aussi evident que le retrograde —A d'une partie bien repartie A Test aussi, de meme pour les translates 

A + p. Une propriete n'est toujours pas evidente a partir de cette definition, c'est I'unicite (a translation 

pres) d'une partie bien repartie de cardinal donne. Cela resultera des proprietes donnees dans la partie 

suivante. 

2. La formule generatrice 

2.1. Quelques lemmes. 

Partant de notre definition, nous voulons retrouver qu'une partie bien repartie est donnee (cf . ^ , generalise 
par ^) par une formule du type 

.kc + a 

oil Ofc denote le fceme element de A et [x\ est la partie entiere de x. 

Nous avons besoin d'un lemme geometrique. Nous voulons exprimer plus precisement que, par definition, 

tons les e*'^''^'^/'^ doivent etre aussi proches que possible, puisque Ton veut en maximiser la somme ; de fait. 



^On choisit le representant de la classe modulo c qui est compris entre et c — 1 
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Theoreme 7. Considerons un ensemble A de d points distincts dans Z^ ; la somme | ^e*"'=^'^''^| est 

k 

maximale quand les points sont consecutifs dans Z^, i.e. A est un translate de {0, 1, 2, . . . , rf — 1} (on exige 
que les points soient serves les uns contre les autres). 

Cette propriete pourrait etre adoptee comine definition des gammes bien reparties, elle a bien siir ete 
remarquee comme corollaire des definitions usuelles (0). L'implication presentee ici est plus originale, elle 
repose^ sur le 

Lemme 1 (des points bien series). 

On prend d points ai, . . . a^ sur le cercle unite, et on deplace I'un de ces points (disons ai) vers la somme 

de tous les ai, c'est a dire que Von remplace ai par un a[ situe sur I'arc de cercle (minimal) entre ai et 
d 
Y, CLk. Alors \a[ + a2 + . . . ad\ > \ai + a2 + . . .ad\. 

k=l 

d 

Demonstration. La somme augmente car I'angle entre ^ a^ et a'^ — Oi est aigu : en effet, si on pose que 

fc=i 
I'argument de ^a^ est et que Ton prend ai.a'i « au dessus », avec I'orientation usuelle du cercle; alors 
par convention il vient 

< arga'i = 9' < 9 = aigai < n aTg{a[ - ai) = arg(e*^' - e*^') = g] - -, 0[ 

On pent aussi demontrer ce lemme en projetant sur la droite dirigee par Yl^k, ce qui donne la somme des 
cosinus des angles avec cette direction, et arguer que la fonction cosinus est decroissante sur [0,7r]. Done la 
somme des cosinus va augmenter quand on remplace ai par a[, Or le module de la somme a[ + a2 + ■ ■ ■ est 
encore superieur (la direction aura change) a cette somme des cosinus, done augmente a fortiori. D 

A partir de ce lemme, la demonstration du theoreme est algorithmique : partant d'une configuration des 
giafc27r/c q^j comporte des trous {A n'est pas translatee de {0, 1, ... , d—1), on effectue un deplacement comme 
dans le lemme, bouchant un trou avec le point voisin (le voisin vers I'exterieur, i.e. dans la direction opposee 
par rapport a la somme totale). On pent iterer cela jusqu'a ce qu'il n'y ait plus de trous, i.e. jusqu'a ce que 
tous les points soient consecutifs. Cela se fait en un nombre fini d'etapes (le module de la somme augmente 
strictement a chaque fois, et ne pent prendre qu'un nombre fini de valeurs). D'oii le theoreme. D 

Ceci nous permet de regler le cas oil c et d sont premiers entre eux, cas musicalement capital pour les 
musiciens (gammes a 5 ou 7 notes parmi 12, par exemple !). 

Lemme 2. Supposons d/\c = 1 et soit A = {ai, . . . ad} un ensemble bien reparti. Alors il existe un decalage 
k tel que dA s'ecrit fc + {1, 2, . . . rf} et il y a exactement c tels ensembles A de cardinal d, tous deduits I'un 
de I' autre par translation. 

Cette propriete a deja ete observee, notamment par divers chercheurs italiens (0) mais elle n'a pas ete 
utilisee a ma connaissance comme caracterisation des gammes bien reparties. Comme on I'etablira ci- 
dessous, a un detail technique pres cela fait aussi I'affaire meme si t/ A c > 1. 

Demonstration. Le seul point a preciser avant d'appliquer le Lemme ci-dessus aux points e^*'^'^'='^/^, a^ G A, 
est que les elements de dA sont bien distincts : ceci resulte de ce que x i— ;> rf x x est bijective dans Z^ ; vu 
que c? A c = 1. Le lemme nous dit que les elements de d A doivent etre consecutifs, i.e. dA est translate de 
{1, 2, . . . d} C Zc et done A est translate de d~^ x {1,2,... d} oil d~^ GC Zc. □ 

2.2. Engendrer toutes les gammes bien reparties. 

2.2.1. Casd^c=l. 

Theoreme 8. Avec les hypotheses precedentes (d A c = 1), une gamme bien repartie A est une gamme 
monogene (« Generated Scale ») : a une translation pres, 

3/GZ, I A = {/,2/,...rf/} 



Ce precede d'amelioration par iteration est utilise, dans un contexte plus complique, pour demontrer le premier resultat 
de m]. 
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Demonstration. Avec les notations precedentes, on prend / = d~^ G Z^, puis A = f x {1,2, . . .d}. D 

Ainsi par exemple les gammes majeure et pentatonique, qui sont les gammes bien reparties de cardinal 7 et 
5 respectivement dans Z12, forment une portion du cycle des quintes : elles sont engendrees par / = 7, 
car 

{0, 2, 4, 5, 7, 9, 11} = {-7, 0, 7, 14, 21, 28, 35} (mod 12) 

La relation / = d~^ explique bien pourquoi ceci ne fonctionne que quand d A c = 1. Le fait que les 5 
premieres notes de la gamme majeure constitue une gamme pentatonique est remarquable, et tient a ce que 
/ (ici les quintes) comme — / (ici les quartes) generent aussi bien les memes GBR, puisque comme on I'a 
vu le retrograde d'une GBR est encore une GBR. Plus generalement on a I'enonce 

Proposition 2. Soit d < c/2, d A c = 1 ; alors une GBR de cardinal d parmi c est incluse dans une (plus 
precisement dans c — 2d+l distinctes) GBR de cardinal c — d, c'est a dire qu'd translation pres une GBR 
est incluse dans sa complementaire. 

Une celebre illustration de cette propriete (qui semble curieusement inedite alors qu'elle est en filigrane 
dans |6j) est I'etude 5 en sol bemol majeur, opus 10, de Chopin, dans laquelle la main droite ne joue que 
des touches noires, la main gauche etablissant dans le meme temps diverses tonalites compatibles : 
Enfin, cette propriete de monogeneite, avec / = —d~^ (le signe servant a preserver le meme ordre sur le 
cercle trigonometrique entre les 1, 2 . . . c? et les elements de A) a ete mise en avant par j3] et alii en tant 
qu' index, au sens topologique (Poincare). Avec notre definition metrique des gammes bien reparties, cette 
propriete est encore plus riche de sens. 

II est maintenant possible de prouver la formule de [6 , dans ce cas d A c = 1. 

Theoreme 9. Nous supposons toujours que d Ac = 1 et que A = {ai, . . . a^} est une gamme bien repartie. 

c id — l)c 
Alors a translation pres, A est I'ensemble —{0, [-J, . . . [ J}. 

Demonstration. Nous savons que d A = {0, . . . d — 1} E Z^ {a, translation pres). 

c (d — l)c 
Considerons les nombres rationnels suivants 0, — ;, • • • ; : leurs parties entieres sont distinctes, car 

d d 

2d; de meme quant a leurs parties fractionnaires, cela parce que d est premier avec c. 

At* 
Les residus modulo c des quantites c^L^rJ y identifies a leur representant dans [1 — c, 0], tombent entre —d+ 1 

(Jj 

et 0, car 

— -1< — <— kc-d<d\ — \<kc 
d d d d 

Quand k varie delkd, les d entiers kc — d\_—\ se retrouvent done entre et d — 1 ; de plus ils sont distincts, 

puisque comme evoque ci-avant les parties fractionnaires des — - sont distinctes : 

d 



,e-4j^.(^-l^J)^..frac(^) 



done ces d entiers forment exactement I'ensemble 0, ... (i — 1, c'est a dire que, modulo c, 

dx{0,-L^J,...-L^^^^J} = {0,...t/-l} etdonc A = rf-^ x{0, . . . rf-1} = -{0, [^J, . . . L^^^^J} 
C'est bien la formule annoncee. D 

Remarque 1. Considerons une famille similaire, mais sans le signe - : 

Comme elle est deduite de A par inversion, elle fournit aussi une gamme bien repartie, done a translation 
pres c'est A comme on I'a vu. On peut done enoncer le theoreme precedent sous une forme plus simple 

encore : 

. , , r„ I c I \{d — l)c ,, , , 

« A s ecrit |0, [—J , . . . [ J } a translation pres ». 
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Remarque 2. Plus generalement, on pent raisonner avec les entiers immediatement superieurs, ou I'entier 
le plus proche, au lieu des parties entieres. En fait, ainsi que le fait remarquer |6j, une forme plus generale 
quoique equivalente de la sequence donnant A est 

k - JUk) = L^J 

avec a reel arbitraire. Ce n'est pas difficile de le prouver en reprenant la discussion precedente adaptee a 
cette nouvelle famille. Le choix a = 1/2, eventuellement combine avec ^inversion de A en -A (ce qui change 
de fait k en c — k) permet effectivement de passer de I'une a V autre des trois fagons usuelles d'approximer 
un reel par un entier. 

2.2.2. Le cas d Ac> 1. 

Theoreme 10. Soit A = {ai, . . .ad} une gamme bien repartie. Alors A est engendree par une formule 
comme ci-dessus : 

A = {[ J \k = 0...d-l} 

c 

Quand m = c A d est strictement superieur a 1, A est c/m— periodique (un mode a transposition limitee, 

pour reprendre la notion du compositeur Olivier Messiaenj, obtenue comme orbite sous la translation de 

c/m d'un domaine fondamental qui est lui-meme une gamme bien repartie monogene de cardinal d/m dans 

Demonstration. Remarque : il est tentant de faire cette demonstration a coups de structures quotients et 
de suites exactes, mais nous avons prefere des arguments plus concrets, etant donnee la nature appliquee 
des objets consideres. 

Seul le cas m = cAd > 1 reste a considerer, I'autre etant elucide. II n'est plus possible que tons les elements 
de dA soient consecutifs dans Zc, car 

Lemme 3. L'application ip : x ^—>- dx de Zc dans lui-meme a pour image le sous-groupe mZic ^ Z^/m 
cyclique d'ordre c/m. Chaque element de I'image a m antecedents, translates les uns des autres de c/m : 
ker (f = c/m Zc . 

Pour maximiser IC{A){d) = |jF4((i)p, le mieux que Ton puisse obtenir est que les elements de dA soient 
consecutifs dans mZc, i.e. 

dA = m{0,l,2... 1} = m jo, 1, 2 ... d' — 1} en posant d' = d/m. 

m 

Attention : A' = dA a. alors d' = d/m elements, et pas d comme A. C'est qu'en fait on pent voir dA, image 

de A par Lp, non comme un ensemble mais comme un « multiset » : chaque element de dA est repete m 

fois, comme image de m elements distincts de A. 

Donnons un exemple : la configuration 4 x {0, 3, 5, 8} = {0, 2, 0, 2} C Zio est optimalement serree, plus que 

{0, 2, 4, 2} ou toute autre configuration plus « lache », dans 4 Z12 = 2 Z12. 

On prouve que la configuration (iA = -m {0, 1, 2 . . . 1} (au sens 011 chaque element est repete m fois) 

m 
par le lemme des points bien serres : si le multiset d A n'est pas constitue de d' = d/m elements consecutifs 

repetes chacun m fois, alors on pent augmenter la somme des exponentielles en rapprochant un des points 

de la somme de tons. On itere jusqu'a obtenir une configuration maximale (cf. figure). 

Ceci etant acquis, nous avons vu comment obtenir d'A' = {0, ... d' — 1} modulo c' = c/m : il sufSt de poser 

N.B. : c', d' sont premiers entre eux, et A' releve done du cas precedent : c'est une gamme bien repartie 
dans Zc' (un sous-cycle, « subcycle », dans la terminologie de COHN, cf. |T1]). 

On tient alors A tout entier en rajoutant a A', plonge dans Zc, le noyau de ip, i.e. en translatant A' des 
multiples de c' = c/m, car comme on I'a dit 

a E A <^=^ 3k E [0, d' — 1], da = k (mod c) <^=^ d'a = m~^k (mod c)' <^=^ a E A' (mod c)' = c/m 
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En resume, 

A = A'©{0, -,-,...} 
m m 

Done A est un Mode a Transpositions Limitees^. De plus, nous avons, encore (modulo c). 

En effet, pour k > d' on ecrit k = qd' + r, < r < rf' d'oii 

,kc , , (qd' + r)c' , , ,rc , , ., ,, 

Nous avons etabli (a translation pres) que les formules du type j6j engendrent toutes les gammes bien 
reparties. D 

Remarque 3. Le nombre de gammes bien reparties distinctes est d = c/m (ce n'est c que si d A c = 1), 
et toute inversion d'une gamme bien repartie est toujours une translates d'elle meme : le groupe des 
inversions-translations (i.e. les applications de la forme x ^^ \ ± x dans T^c) n'agit pas fidelement sur 
I' ensemble des gammes bien reparties. 

Par exemple, le prototype de GBRiq^ est (0, 3, 5, 8). La gamme retrogradee est 10 — (0, 3, 5, 8) = (2, 5, 7, 0) = 
(0,3, 5, 8) + 2. 

Notons dans le meme esprit que la proposition |21reste vraie pour ces GBR generales (non monogenes) : une 
reduction au quotient modulo c' ramene au cas c', d', et (pour d' < c'/2) d'un GBR{c', d') C GBR{c', c' — d') 
on deduit GBR{c, d) = GBR{c', d') + c'Z c GBR{c', c' - d') + c'Z = GBR{c, c-d). 

2.3. Une propriete des intervalles consecutifs. 

A partir des formules ci-dessus, on obtient bien, mais comme consequence, la propriete de Myhill) qui per- 
met de retrouver la definition americaine ([7j, [H]) des gammes monogenes bien formees (« Well Formed ») : 

Theoreme 11. Les intervalles entre deux notes consecutives d'une gamme bien repartie ne peuvent pas 
prendre plus de deux valeurs distinctes. II y a une seule valeur si et seulement si la gamme divise egalement 
Z,. 

Ce dernier cas est considere comme degenere (« not Well Formed »). Remarquons que ce resultat est valide 
aussi pour les intervalles entre notes d'indices a une distance constante, le cas des notes consecutives 
etant celui d'une difference d'indices de 1. C'est sous cette forme plus forte qu'est generalement enoncee 
la propriete de Myhill. Clarifions par un exemple : dans le cas de la gamme majeure GBRi2j, dont une 
instance est (0,2,4,5,7,9,11) =(do, re, mi, fa, sol, la, si), les intervalles (chromatiques) entre deux notes 
consecutives sont de deux demi-tons, sauf mi-fa et si-do qui sont d'un seul demi-ton : il existe des secondes 
majeures et des secondes mineures, contrairement a d'autres gammes non bien reparties, comme la gamme 
mineure par exemple (0, 2, 3, 5, 7, 8, 11) qui contient aussi des secondes augmentees. Revenons a la gamme 
majeure : les intervalles de deux en deux sont les tierces do-mi, re-fa, mi-sol etc. . . qui contiennent trois 
(tierces mineures) ou quatre (tierces majeures) demi-tons. II y a de meme deux sortes de quartes (do-fa et 
fa-si), de quintes, etc. . . Revenons a la preuve du theoreme : 

Demonstration. Les deux valeurs possibles sont tout bonnement les entiers immediatement voisins de c// 
oil / est le generateur dans les formules precedentes. En effet, on a par I'encadrement classique de la partie 

entiere 

c _ (k + l)c __ kc , (k + l)c , ,kc, [k + l)c ,kc ,, c 

1 = ^ 1 < ^ — - — < ^ ( 1 ) = - -h 1 

d d d ^ d ^ ^ d^ d ^ d ' d 

c c 

et cet intervalle ouvert est de largeur 2, done contient deux entiers, nommement [-J et [-] . 

Les deux sont possibles quand c/d est non entier : le plus grand quand —r- est non entier, le plus petit par 

d 
exemple pour k = 0. 

^Pour prendre une definition mathematique, et non la definition (musicale !) de Messiaen, nous dirons qu'un M.T.L. est 
une partie de Z^ dont I'orbite sous Taction des translations a moins de c elements distincts, ou encore qu'elle admet un fixateur 
non trivial 
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Si eld = m est un entier en revanche, on a touiours I — I = — = km done I'intervalle entre deux elements 

' ^ ^ d^ d 

consecutifs vaut toujours m. 

Nous avons etabli que les intervalles de « seconde » (entre deux notes consecutives d'une meme gamme) 
peuvent prendre seulement deux valeurs distinctes, qui sont les deux arrondis d'un meme rationnel. Enfin, 

on trouve de meme les intervalles de « tierce, de quarte. . . », en considerant les arrondis de —-,—-.. . D 

d d 

Par exemple, les intervalles consecutifs entre les elements de la gamme majeure {{c,d) = (12,7)) sont 2 
(cinq fois) et 1 (2 fois). 

2.4. Cardinal et variete. 

Une autre jolie propriete qui a originellement amene j7j a leur definition (dans le cas ou c A d = 1 seule- 
ment) est equivalente a la propriete de Myhill evoquee ci-dessus (qu'elle generalise), et facile a etablir 
comme consequence des formules generatrices retrouvees dans le present expose. Donnons la d'abord sur 
un exemple : si on cherche les GBR-j^ dans I'univers diatonique, c'est a dire en numerotant les notes 
de la gamme de do majeur, on obtient 7 accords, do-mi-sol, re-fa-la, etc. . . Ces accords se trouvent repartis 
en trois types (majeur, mineur, diminue). Trois notes, trois types : la cardinalite est egale a la variete, i.e. 
au nombre d'orbites modulo transposition. Ce concept est musicalement tres important car lie a la notion 
d'ambiguite. Mathematiquement il est sans doute moins naturel que la notion de « bonne repartition ». 

Theoreme 12. jS] Considerons pour c A d = 1 une GBRc^d, Q'^^ ^'on ecrit sous la forme ordonnee 
(ai,...arf). Alors pour tout k < d, il y a exactement k orbites par translation des d sequences Sk,i = 
(aj, Oj+i, . . . aj+fc-i) ou les indices sont pris modulo d. 

Demonstration. Plutot que de donner la demonstration dans toute sa generalite (cf. [0], thm 1.10) je prefere 
mettre en lumiere la comprehension fine du phenomene qu'apporte la transformation A' 3 x \-^ fx ^ A. 

11 arrive en effet frequemment, mais pas systematiquement, que I'ordre des elements de A soit le meme 
que I'ordre des elements de A'. C'est le cas par exemple quand d <<c c, comme pour c = 15, d = 4. Alors 
comme en fait foi la figure, il est clair qu'il n'y a que d types de sequences d'elements contigus de A', et 
done (puisqu'on a suppose que I'homothetie x \-^ f x x mod c conserve cette contigui'te) il en est de meme 
pour A, ce qui est la propriete a demontrer. 

Le cas oil les elements de A' correspondant aux sequences d'elements contigus de A ne le sont pas, comme 
par exemple la gamme pentatonique (0,2,4,7,9) C Z12,/ = 5 est moins evident geometriquement, mais 
guere difficile a prouver algebriquement avec les fonctions J"^. D 

Par ailleurs on trouvera dans [6^ le cas c A d > 1 (le nombre de cas distincts est alors d' = d/{c Ad)). 

3. Classification des gammes bien reparties 

L'essentiel de ce paragraphe repose sur la tres belle synthese de [Hj, qui reprend et complete [H]. 

Pour chaque couple (c, d) nous avons caracterise une unique gamme (a translation pres) GBR(^c,d)- Nous 

allons etudier de plus pres la structure fine de cet objet remarquable. 

3.1. Les trois types de GBR. 

La discussion porte sur les facteurs communs k c et d. On pose encore m = d Ac. 

Definition 3. On a une GBR de type I quand m = 1. Cette gamme est alors monogene et bien formee 
(WF) au sens explique ci-dessus. 

Rappelons que dans ce cas, on obtient cette gamme (a translation pres) en considerant les multiples de 
I'inverse multiplicatif (modulo c) / de d, ou les multiples de — /. 

Definition 4. On a une GBR de type I la quand m = d i.e. d \ c. Cette gamme est alors monogene et 
degeneree, elle divise de fagon parfaitement reguliere Z^. 

Ainsi la septieme diminuee D7 = (0, 3, 6, 9) divise Z12 en 4. De meme pour la gamme par tons (Ml de 
Messiaen) (0,2,4,6,8,10). 
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Definition 5. On a une GBR de type Ilh quand 1 < m = c — d < d. On a alors affaire au complementaire 
d'une gamme de type Ha- 

C'est immediat : le complementaire est de cardinal m, qui divise c, et c'est une GBR comme complementaire 
de GBR. 

Definition 6. On a une GBR de type III dans le cas restant : 1 < m < d,m ^ c — d. 

Notons que la classe des GBR de type /// est stable par complementation, comme les deux autres classes. 
Les deux dernieres classes reunissent toutes les GBR qui possedent une periode interne, c'est a dire qui 
sont des MTL (cf. thmirUj). Elles sont done toutes obtenues comme reunion de translatees d'une GBR plus 
petite. On pent arguer, avec Clampitt et aiii, que les GBR de type I sont fondamentaux, au sens oil ils 
permettent d'ecrire tons les autres : on obtient comme on I'a vu un GBR de type III en decoupant c en m 
parties egales (comme le type Ha) et en glissant dans chaque partie le meme GBR de type / correspondant 
a d' notes parmi c' = c/m. 

3.2. Existence de gammes de type III. 

Le resultat prouve dans ce dernier paragraphe est inedit. 

On a observe ([E]) qu'il n'existe pas de gammes de type /// pour c = 12, qui est tout de meme le cas de 

reference pour les musiciens (occidentaux). Pourtant il en existe pour c 7^ 12, par exemple pour c = 18 on 

a Gi?i?(i8,8) = (0, 2, 4, 6, 9, 11, 13, 15) comme on le voit sur la figure precedente. 

Bien sur, il est impossible d'avoir une GBR de type /// quand c est premier, car alors seul le type / est 

possible (a part les cas tres limites de GBR(^c,o) ou GBR(^c,c))- 

Jusqu'en juin 2005 on n'avait pas trouve de c composite, c > 12, pour lequel il n'existe pas de GBR de type 

///. Ceci est general : 

Theoreme 13 (Amiot, juin 2005). Pour c > 12 composite, il existe toujours d tel que GBR(^c,d) soit de type 
III. 

Ma premiere preuve reposait sur la conjecture de Bertrand, outil bien lourd (avec sa fameuse demonstration 
en 17 lemmes diie a Pafnouti Tchebitchef !) pour le simple lemme suivant : 

Lemme 4. Pour tout c > 12 non premier, il existe un diviseur k de c et un nombre premier p < k — 1 tel 
que p ne divise pas k. 

J'ai depuis trouve une preuve plus elementaire de ce lemme : 

Demonstration. Notons que ce lemme est faux pour c = 12, car au maximum A; = 6 et les nombres premiers 

strictement inferieurs a 5 divisent tons 6. 

Prenons c composite superieur ou egal a 25, les valeurs inferieures sont verifiees a la main. Soit k le plus 

grand diviseur strict de c. Qu'il soit pair ou impair, on I'ecrit /c = 2n + 1 ou /c = 2n + 2. Comme k > a/c, 

onafc>5etra>2. 

- Premier cas : c est une puissance de 2. On pose alors k = c/2,p = 3. Marche des que c > 8. 

- Second cas : c possede un facteur impair k > 3 (pas forcement premier). On prend cette valeur pour k, 
et on pose p = 2. C'est la construction la plus sexy de toutes : par exemple (0, 2, 4, 6, 8, 9, 11, 13, 15, 17) 
quand c = 18. Cela marche pour c > 10. 

- Dernier cas : quand c = une puissance de 2, fois 3. En verite c'est quand c = 2 x 2 x 3 que le lemme 
s'avere faux. Nous tenons done bien le cas problematique, mais il n'est pas difficile : des que c > 24 on 
pose k = c/2 et p = 5, qui conviennent. 

Maintenant le theoreme decoule de ce que 

donne une GBR, qui est forcement de type III car elle n'est ni de type / ni de type // : en effet elle est 
reunion des translates de GBR(^k,p) qui est de type / (ce n'est pas une division reguliere de Z^). D 
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3.3. Recursivite des GBR. 

La gamme pentatonique de Z12 est une GBR dans la gamme a 7 notes de Z12. Pour (c, d) = (7, 5) on 
trouve en effet la GBR (0,1,2,4,5). Si I'on injecte ces valeurs comme indices dans la gamme majeure 
GBR(^i2j) = (0, 2, 4, 5, 7, 9, 11) on trouve (0, 2, 4, 7, 9) qui n'est autre que la gamme pentatonique Gi?i?(i2,5) ! 
(complementaire, ici, de la precedente). 

De meme, extraire 3 notes selon le schema GBR(j^^) de la gamme majeure GBR(^2j) on obtient (selon 
decalage) les differents accords parfaits, majeur ou mineur. 

Ce plienomene ne se produit pas pour toutes les valeurs, mais il est assez remarquable pour meriter d'etre 
mentionne. II est a rapproclier de la construction des gammes par reduites successives d'une meme fraction 
continue, cf. P^. Comme I'obervaient deja Clough et Douthett dans Particle fondateur [Hj, cela n'est pas si 
etonnant puisque Ton considere des sous-polygones aussi reguliers que possible de polygones aussi reguliers 
que possible. Cela leur permettait de definir des GBR de seconde espece, comme elements d'indices 
i G GBR{d,e) d'un GBR^^d- De I'univers entier a ces objets, on passe par le cliromatique (12 notes), le 
diatonique (7 notes), et la fonction tonale (3 notes) ! Cela a ete joliment formalise par un modele que Jack 
Douthett a presente I'ete dernier a un coUoque dedie a la memoire de John Clough, celui des « beacons » : on 
dispose une lumiere centrale dans une piece circulaire, munie d'ouvertures regulierement reparties, imbriquee 
dans une structure similaire, avec la contrainte peu physique qu'un rayon lumineux glisse jusqu'a I'ouverture 
la plus proche dans le sens des aiguilles d'une montre ( !). 

fZd ~\~ OL 

Ceci permet de generer les fonctions J : k ^-^ [ J obtenues plus haut, et surtout de les imbriquer les 

unes dans les autres. Les cas 011 Ton obtient des ensembles moins bien equilibres ne manquent pas d'interet, 
puisque Ton obtient ainsi, par exemple, des sequences d'accords parfaits que Ton retrouve dans la IX'' de 
Beethoven ! 



4. Conclusion 

4.1. Historique. 

Nous presentons ici un historique tres sommaire. A I'origine, Clough et Myerson ([7]) ont inventorie 
essentiellement le cas c A d = 1. Leur demarche est partie de proprietes musicales, comme (Cardinal = 
Variete) et la propriete de Myhill (au plus deux valeurs chromatiques differentes pour les intervalles 
diatoniques) et aboutissait aux fonctions generatives du type J. 

C'est avec Jack Douthett que John Clough a etendu la propriete « Maximally Even » (i.e. « bien 
reparti ») a sa forme la plus generale ([HI)- Jack Douthett a par ailleurs demontre que cette propriete 
de bonne repartition admettait une infinite de definitions equivalentes, en termes de fonctions potentielles 
strictement convexes sur un reseau d'electrons situes sur un cercle ^T]. Ainsi de la definition avec les 
sommes des distances euclidiennes que nous avions consideree, puis abandonnee^° ; mais aussi par exemple du 
potentiel electrostatique d'une repartition d'electrons sur les sites de Zc, avec une interaction coulombienne. 
En revanche la distance angulaire n'est pas strictement convexe et I'on comprend (un peu) mieux pourquoi 
elle ne donne pas les memes ensembles extremaux. 

Ce resultat, qui etablit un lien pour le moins surprenant avec la physique des particules, montre que nous 
entrons dans une ere nouvelle, 011 les recherches de theoriciens de la musique sont susceptibles d'ouvrir de 
nouveaux horizons dans d'autres sciences. ^^ 

Ensuite une autre propriete des gammes a ete etudiee pour elle-meme par Norman Carey et David 
Clampitt (j^) : la « Well Formedness » (gammes bien formees). Dans le contexte de cet article, il s'agit 
des GBR dans le cas cAd = 1. Cette notion permet de s'affranchir (plus ou moins) du presuppose d'un total 
chromatique, d'un univers ambiant tempere, mais il s'agit par definition du cas particuliers des gammes 



Pour mettre le lecteur en appetit, observons que 3/5, 7/12,. . . sont des reduites du DFC de log2(3/2) qui fondc classiquement 
la gamme pythagoricienne. . . 

Incidemment, ceci demontre le theoreme de Toth cite en introduction. 

Toutes proportions gardees, il en est de meme pour mes propres recherches liant les canons rythmiques a certains cas de 
la conjecture de Fuglede p. 
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monogenes. Une difference ontologique avec les cas precedents est que Ton y retrouve les gammes na- 
turelles, comme la gamme pythagoricienne engendree par le rapport 3/2 et ses puissances^^, et le concept 
de gamme bien formee permet de considerer comme gammes isomorphes a celle-la toute gamme monogene 
de generateur suffisamment voisin^^ de 3/2, comme en fait fois le dessin suivant oii le choix du generateur 
fait que les notes de la gamme restent dans I'ordre princeps (un polygone regulier, mais etoile) : 
On gagne ainsi des proprietes topologiques des gammes (homeomorphisme, voisinage, mais aussi « Wind- 
ing number », i.e. index au sens de Poincare, cf. ^). Cela pent se poursuivre par des etudes de sequences 
infinies, comme I'est celle des n logg 3/2 mod 1 qui surgit de la gamme pythagoricienne, mais aussi bien 
avec tout irrationnel. Les proprietes de semi-recursivite evoquees plus haut peuvent s'interpreter par des 
cheminements dans I'arbre de Stern-Brocot. Pour cela, avec de belles proprietes d'autosimilarite, voir 

m- 

Enfin et independamment de ces developpements foisonnants, c'est en recherchant dans les diverses theories 
musicales les accords ou gammes les plus « typiques » que Ian QuiNN est retombe sur les GBR. Cherchant 
par ailleurs a definir rigoureusement cette typicite en terme de contenu intervallique, il a utilise les « balances 
de Lewin », introduites par celui-ci dans son dernier article (PH]) en un emouvant retour aux sources de 
sa toute premiere publication. Et c'est Ian QuiNN qui aura remarque que les GBR maximisent une valeur 
d'une transformee de Fourier discrete, ce resultat - le plus recent historiquement - etant la propriete que 
le present article a choisi de prendre comme definition des GBR. 

4.2. Perspectives. 

II reste a etudier ce que ces outils harmoniques, au sens d'analyse de Fourier, permettent de preciser dans 
un contexte plus large, oil les intervalles ne sont plus des diviseurs d'une meme totalite (temperament egal). 
Techniquement cela n'est pas trop difficile - quitte a considerer des distributions et non plus des fonctions 
- mais il est alors necessaire de reintroduire un peu de structure. Cela est possible en prenant de nouveau 
en compte un ordre des notes dans la gamme, ce qui fait sens notamment pour les gammes monogenes 
(generated scales). On pent alors definir la transformee de Fourier de la fonction qui a fc G Z/rfZ associe la 
fc® note de la gamme, ce qui n'est pas la definition que nous avons utilisee. 

Les recherches en cours ont deja revele certaines proprietes geometriques remarquables, mais pas car- 
acteristiques, des coefficients de Fourier de certaines gammes. 
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